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Abstract: This paper presents one of the fundamental problems of elastic coupling dynamics: reactive forces
study in shaft bearings coupled with elastic couplings. It is analyzed using new methods particular cases of
relative positioning of coupled shafts axes, radial and angular non-coaxial and with radial des-axed.

1. Aspecte introductive

La cuplarea arborilor, ca urmare a dezaxarilor existente, apar reactiuni in lagare
conform figurii 1. Marimea acestor reactiuni determina modul de asigurare a cuplajului
de arbori. Astfel, cand fortele sunt mari, butucul trebuie presat pe arbore pentru
prevenirea deplasarii intre butuc si arbore si pentru prevenirea frecarii.

In general, cuplajele elastice cu elemente metalice produc forte de reactiune in
lagarele arborilor, forte ce depind de momentul de torsiune si de abaterile de la montaj. La
cuplajele cu elemente elastice din cauciuc sau din elastomeri, reactiunile sunt relativ
independente de momentul de torsiune.

Metodica de calcul al reactiunilor dinamice in lagare, in cazul cuplajelor elastice, nu
difera principial fata de cea elaborata n cazul cup larii rigid. Diferenta consta in determinarea
coeficientilor de rigiditate cu luarea Tn considerare a flexibilitatii radiale si unghiulare a
elementului elastic.

Elasticitatea elementului elastic mareste coeficientii de rigiditate, ce conduce la
reducerea fortelor si momentelor de restabilire, precum si a reactiunilor din lagarele
arborilor cuplati. De aceea, pentru evidentierea influentei dezaxarilor asupra reactiunilor
din lagarele analizeaza cazul a doi arbori fara masa, cuplati rigid, iar elementul elastic al
cuplajului este raportat, in intregul lui, la semicuplajul din stanga (fig.2).
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Fig.1 Forte si momente in lagare

Fig.2 Schema de calcul pentru evaluarea
coeficientilor de rigiditate
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Fig.3. Schema arborilor cuplati in vederea determinarii reactiunilor din lagare,
in cazul dezaxarilor radiale

2. Reactiuni in lagarele arborilor cuplati
2.1. Reactiuni in lagarele arborilor cu necoaxialitati radiale

Pentru determinarea influentei necoaxilitatii radiale asupra reactiunilor din lagarele
arborilor cuplati se considera doi rotori cuplati rigid cu o coaxialitate p (fig.3). Schema
analizata este static nedeterminata, de aceea pentru rezolvare, se va face ipoteza
suprapunerii deformatiilor arborilor in planul de articulare a semicuplajelor.

Fie, pentru fiecare din arborii 1 si 2, legatura dintre sageata v si unghiul de rotire al
sectiunii v' in punctele O; si O si forta P, respectiv momentul M, aplicat in aceleasi puncte,
de forma:
vi=aP+bM;
1)
vi=gip+hM,

unde aj-, b; gi hi (i = 1.2) sunt coeficienti de rigiditate egali cu deformatiile corespunzatoare
ale sectiunilor de capat ale arborilor dupa aplicarea fortelor si momentelor unitare.

In cazul articulatilor absolut rigide coeficientii de rigiditate se determina cu
urmatoarele relatii:
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unde [; si v sunt momentele de inertie ale suprafetelor corespunzatoare portiunilor
arborilor, iar celelalte notatii sunt conform figurii 3.

Pentru determinarea pozitiei semicuplajelor se considera sistemul de coordonate fix
Oxyz. Axa z este asociata cu linia reazemelor 1, 2, iar axa x cu linia dezaxarilor 010, n
pozitia de echilibru a sistemului (fig.3,b). Prin X; si Y;- s-au notat coordonatele punctelor
O, iar prin ?,3;, ? -unghiurile de rotire ale semicuplajelor si ale sectiunilor de capat ale
arborilor in jurul axelor x,y,z. Intre coordonate exista urmatoarele legaturi:

X2=X1+pCcosS?; ?,=7?1
3)
y2=y1+psin?;, B2 =13

Separand imaginar semicuplajele si Tnlocuind actiunea unui arbore asupra
celuilalt prin sarcinile corespunzatoare (fig. 3, c) se pot scrie relatiile:

X = alpx + blM y; Yl =- gle +th X1
X - T :_a2R<= bZMy Y2 :gzpy+hZMx;
4)
yl:alpy_ ble blzglpx-'-thy;
y2:a2Py- bZMx1 bzzgsz- rEMy’
Prin rezolvarea sistemului (4) si luand in considerare (3) se obtine:
P.=-Ar(cog-1); M, =-Brsng; )
P, =-Arsng; M, =Br (cosq - 1),
unde:
A: h.l + h2 .
(h, +h,)(a, +&,) - (b +b,)*’
(6)
b +b,

B= .
(hl +h2)(a1+a2) - (bl - b2)2

Presupunand ca arborii se rotesc cu viteza unghiulara constanta ? ,din relatia (5),
pentru ?=?t, rezulta ca marimile Px si My au doua componente: o componenta statica
si una dinamica. Componentele dinamice pot fi determinate cu relatiile:

P, =- Ar coswt; M, =-Br snwt;

r _ r (7)
Py =- Ar Snwt; My =- Br coswt,
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Ca urmare coaxialitatea radiala conduce la generarea in planul de Tmbinare al
semicuplajelor a unor forte si momente perturbatoare, ce se rotesc cu viteza unghiulara ?
in sensul de rotatie al arborelui. Prin introducerea marimilor complexe P = Px + iPiy si M =
Mx + iMiy ,expresiile (7) se transcriu astfel:

P" = Ar expi(wt +p);

MrzBrexpi(va%). ®)

Din relatiile (8) rezulta ca vectorul Mp este defazat cu ?/2 fata de Pp . Totodata
vectorii reactiunilor arborilor formeaza in planul de imbinare a semicuplajelor un cuplu de
forte cu bratul p, cuplu ce determina o perturbare sinusoidala a momentului de torsiune

: L M" = A
aplicat cu amplitudinea ¢ AP.
Daca se cunosc sarcinille ce actioneaza pe arbore ,pot fi evaluate reactiunile
dinamice din lagare. Astfel, considerand b1>b2, rezulta:

5
R{:-Ar|—1+Bri; Ry =- Ar +|—zi- Bri
Ll I‘1 LZQ L2

l, 0 1 I 1 ©)

R;:Ar?+—li- Br —; R, =Ar =+Br —.

(%) L1 L2 L2

Rezulta astfel ca cele mai incarcate, din punct de vedere dinamic, sunt lagarele 2 si
53 ce sustin portiunile in consola ale arborilor.

2.2. Reactiuni in lagarele arborilor cu dezaxari unghiulare

Pentru studiul influentei dezaxarii unghiulare asupra reactiunilor lagarelor se
amplaseaza sistemul Oxyz (fig. 4) astfel incat axa z sa coincida cu axa lagarelor 1-2, iar
axa x in planul necoaxialitatilor format de axele arborilor in stare nedeformata. Ca si in
cazul dezaxarilor radialeXi si Yi sunt coordonatele punctelor Oi, iar ?i, (3i, ?, -unghiurile de
rotire ale sectiunilor de capat ale arborilor in jurul axelor x, y, z. In acest caz intre
coordonate exista urmatoarele legaturi:

X2=><1:y2=y1-j snaq; (10)
Y, =Y; b, =b,+j cosq.

Ecuatiile care in cazul dat leaga deplasarilor sectiunilor de capat ale arborilor cu
sarcinile aplicate pe acestea se obtin din ecuatiile (4), daca p=0, si 32=-Vf . Expresiile
pentru componentele dinamice ale sarcinilor ce actioneaza asupra arborilor se deduc
analog cu cazul precedent si au forma:
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Fig.4. Schema arborilor cuplati in vederea determinarii reactiunilor din lagare, in cazul dezaxarilor
unghiulare

P =Bj coswt; M’ =Cj snwt;

Pl =Bj snwt; M! =-Cj coswt; (11)
P =Bj epiwt; M, =Cj e><pl8[\a/vt-Eg
2g

unde;

473, (12)
T (hh) (@ +a,)- (B -b,)”

Vectorii Ps si M¢ se rotesc in sensul de rotatie al arborelui, iar M¢ este defazat fata
de P; cu ?/2. Necoaxialitatea unghiulara, ca si cea radiala, pe langa sarcinile dinamice Ps
si M¢, genereaza si un moment de torsiune perturbator sinusoidal cu amplitudinea
M) =Cj 2.

Expresiile pentru modulele vectorilor reactiunilor dinamice din lagarele arborilor
cuplati sunt:

. O R G 1
Rl J I‘l J J ? I‘1

(13)

L5
R =) +'—23+CJ LiRr=gaizqgl
L, o L, L, L,

si deci.si in cazul necoaxialitatilor radiale, lagarele 2 si 3 sunt cele mai incarcate dinamic.
Analiza relatiilor (9) si (13) arata ca suma lungimilor in consola | =I,+1, influenteaza

asupra reactiunilor din lagarele arborilor. Daca in cazul necoaxialitatilor radiale raportul
lungimilor |1 /I; nu influenteaza reactiunile dinamice din lagarele arborilor cuplati, in cazul
necoaxialitatilor unghiulare raportul |, /1, influenteaza marimea acestor reactiuni. De

S . R - R
exemplu daca 1M - ;M = I, reactiunile dinamice "/ din lagare au valoarea minima cand:

12/(2el) +IL, /(3EI,)
3E (L /1 + L /1) +I(El)’

(14)

=

relatie obtinuta n conditiile in care by - b, = O, pentru care B=0.
In figura 5 este prezentata variatia reactiunii Rj, inraport de I, /l; , pentru cazul din
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figura 4, cand: I=500 mm; d=150 mm; ,L; =L, = 2000 mm; d; = 220 mm si d, = 300 mm.
Valoarea minima a reactiunii in lagar, in acest caz, este corespunzatoare raportului Iy /l; =
0,42.

2.3. Reactiuni in lagarele arborilor cu necoaxialitati, radiale si unghiulare

Presupunand ca arborii cuplati au ambele forme de necoaxialitate (radiala si
unghiulara), axele de coordonate se vor considera ca si in cazul necoaxialitati radiale (fig.
3). Fie unghiul a unghiul dintre suprafata in care se gaseste necoaxialitatea unghiulara si
planul necoaxialitati radiale.

Ca si in cazul precedent, in planul de articulatie a semicuplajelor actioneaza forte si
momente ale caror expresii in cazul dat sunt:

P' =Arxepiwt+p); M' =Br expi(wt+p/2); (15)
P =Bkxepiwt+a); M! =Cj expi(wt+p/2+a).

Amplasarea relativa a vectorilor in planul fazorial este prezentat in figura 6. Rezulta
ca fortele si momentele au valori minime pentru a =0 si un maxim pentru a =p .
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Fig.5. Influenta |, /I, asupra Fig.6. Pozitia vectorilor de fazain
reactiunilor din lagare in cazul cazul necoaxialitatilor radiale si
dezaxarilor unghiulare unghiulare

Reactiunea dinamica in lagarul j, pentru o valoare oarecare a unghiului a se afla cu
relatia:

R =R - R cosa,
unde R/ si R‘J se determina cu relatiile (9) si (13).
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